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De stelling van Marcinkiewicz

Inleiding

Deze notes gaan over een stelling ult de waarschijnlijk-
heidstheorie, die welnig bekendheid geniet in kringen van
natuurkundigen, masr misschien toch interessante consequenties
kan hebben.

De stelling is bewezen in 1939 door J. Marcinkiewiozq>
tezamen met enkele andere interesgsante resultaten, echter met
behulp van een niet voor iedereen direct toegankelijke hoeveelheid
functietheoretische hulpstellingen. Verder zijn er ook enkele
bewijzen, die geheel ingekleed zijn in de maattheoretische notatie
en andere apparatuur die tegenwoordig gebruikt worden in de boeken
over Waarschijnlijkhei&stheorieg)‘

Al deze bewijzen slasn op é&én-dimensionale waarschijnlijk-
heidsverdelingen, waarvoor aangetoond wordt, dat een afbrekende
cumulantontwikkeling alleen leidt tobt zinvolle waarschijnlijkheids—
verdelingen als élle cunulanten van hoger orde dan de tweede nul
zijn. Dit zou in verband kunnen staen met de meoeilijkheden die
vaak optreden wanneer men, in de statistische mechanica van veel-
deeltjessystemen, tracht diagramontwikkelingen na een bepaalde
term af te breken.

In het komende betoog zullen we eerst de noédzakelijke defi-
nities geven in B 2, en daarna de stelling formuleren en afleiden
voor het &éndimensionale geval in § 3. Daarna volgt uitbreidiﬁg
van de stelling tot meer-dimensionale verdelingen in 8 4, en tot

waarschijnlijkheidsfunctionalen in § 5.. In de appendix worden

enkele algemene opmerkingen gemaskt en een alternatieve definitie

gegevell.

1) Sur une propriété de la loi de Gausz par J. Marcinkiewicsz
(Wilno), Mathematisches Zeitschrift 44, 612~618(1939).

Zie b.v.: H.Richter, Wahrscheinlichkeitstheorie, p.300-301,
Bpringer Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1959.
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§ 2. Definities en noodzakeliike eigenschappen

Voorlopig beschouwen we alleen één-dinensionale waarschiin-
lijkheidsverdelingen, diw:z, we kijken naar toevalsobjecten diie
gekarakteriseerd worden door één reéie variabele x. Door het
geven van een waarschijnlijkheidsdichtheid voor deze X leggen
we de verdeling vast: W(x)dx is de fractie van het totaai aan
objecten met parameter tussen X en x%—dx5>; We eisen veor de

waarsohijnlijkheidsdichtheid:

Weky > O (1)
o G

S Weadx =1 2)
—

Hieruit kan ook een discrete verdeling verkregen worden, b.Ve.

door te kiezen:
Wy = S, Vv S % (%)
n

We definiéren nu verwachtingswaarden van een willekeurige functie

£ door:

Lo |
Eoy> = fw Foxy Wy dx (4)

asnnemende dat deze integraal besbaat. Speciaal definidren we de

momenten als:
e OR

n n
<><‘ > = ..E:@ K \/\/'('K\)dk: ;h‘::: g},\vﬁ.j“.u (5)

en de karakteristieke functie als de Fourier-getransformeerde

van de waarschijnlijkheidsdichtheid, d.w.z. als:

0O
C(U.) = e > == ‘[;o ?:%M \/\/(K}d‘x (&)

met u willekeurig reéel.

LUK

Deze functie voldoet aan de volgende eigenschappen:

5) Wiskundigen gebruiken meestal een lets andere taal, zle beVe:
H.Cramér, Mathematical methods of statistics,Princeton Un.Presss
W.Feller,Introduction to the theory of probability and its
applications, Wiley.
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1) Uit el 1, W(x)>» 0 en N(W(x)dx = 1 volgt dat C{uw)
bestaat en begrensd is, i.e.
ICowl €1 (7a)
2) Daar e %* continu is in u geldt ook:
| Cow continu (7v)

3) Uit de normeringseis voor W(x) volgh:

C(G‘) = A (7e)
4) Door invullen ziet men in dat:
34 ‘
C tuy=CGw (7a)

Het gedrag van W(x) voor grote waarden van x wordt
bepaald door de hogere momenten, waarvan het bestaan samen-
hangt met de differentiéerbaarheidseigenschappen van C(u) in de

OOrSProng, i.€.:

(M\ = 1 xS

C}-Ul“ J{__gwo (8)
Fenvoudig valt in te zien dat als een bepaald moment bestaat
ook alle momenten van lager orde bestaan. Dat wil echter niet
zeggen dat alle momenten moeten bestaan, want neemt men bij-

voorbeeld:

\A./(}:(,} N TR S— (9a}
T L v

dan bestaat alleen het nulde moment (normering)j

-1l

CCU..) = & (9b)

is dan ook niet differentiéerbaar in u=0. Een belangrijk voor-

beeld waarbij alle momenten bestaan is de Gauszische verdeling:
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2.

\/“\/(m L, a 2T (10a)
Vow' &
met & >0 en p redel. Nu is
L)
v JAU A g
C (UH= & - (10Db)

zelfs analytisch. Omgekeerd worden de differenticerbaarheids-
eigenschappen van de functie W(x) bepaald door het gedrag van

¢(u) voor rrote u.

De _eendimensionale stelling ven Marcinkiewicz

Deze stelling beweert, dat als van een verdeling de
karakteristieke funchtie de vorm exp Pn(u) heeft, waarbi]
Pn(u) gen polynoom van de n-de graad is dat dan de graad van

Pn(u) niet hoger dan twee kan zijn. Met name geldt dat:

- ) 2 f
<:: r\uLo*%‘Cl‘UJ?*ClEiJ,w%-“.q.glptj, \
(;’ !\.ji»\) ey ol ’ (/] 1 /

dan en slechts dan een karskteristieke functie is, als a5=0,
a, zuiver imeginair, &, reeel negatief en a, =0 voor k»2 is,
M2 We s

s .h}_?.. 2.
E)&LL*» 3 S U

Cu = @ (12)

is de karakberistieke functie van een Gauszverdeling.
Wij kunnen het ook nog anders zeggen als wij de cumulan-

ten ﬁﬂﬁ¢ van de verdeling definiéren als de ontwikkelings-

coefficienten van:

124

(U (13)

; it 0
¥

&

LC}C‘I C_;CLL\) b E{ l ,
- k. “ k

-

voorzover deze ontwikkeling bestaabt. Dan zegt de stelling: of

alle cumulanten van hoger orde dan twee zijn nul, of er zijn
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cumulanten van willekeurig hoge orde.

Bewiis van de stelling:

.o
Ga uwit van: CCLL’):: e, n (W (14)
n .
ettt Poiuy = S ay h (15)
k=0

Dat C(u) een karakteristieke functie is, houdt in dat er een
W(x) bestaat met W(x) » O en 5FW(X)dX = 1, zodanig dat voor

recle u:

TP ux
Cuy= fcoe- W eny dx

Vanwege de specifieke vorm is C(u) echter voort te zetten tot

sen analytische functie op het gehele complexe gz-vlak:

P, (=
Czy= e ™ ) (14)

Men kan dus ontwikkeli?: "
C (z) = a C(T-’«-)\ =
k% ( dz"  pne W
~ ‘% (d‘Kch;) ="
- kxc} du‘. W= h!

| °< K K

= X b &

Sgo ” ki

<
L
( é; f C&z#ﬂ W(K)C{-K
K=0 oo

Hierop kan men verwisseling van sommatie en integratie toe-
passen vanwege de stelling van gemajoreerde convergentie. Dus

geldt op het gehele complexe viak:

2 .
L
C(z)‘# 5 & \/\/(.‘KAC‘.K (4 6)
=
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Omdat W(x) positief reéel is, zien we dat C(z) positief recel
is langs de imaginaire as, en voor gegeven waarde van het
imaginaire deel van z zijn maximum altijd op de imaginaire as

aanneemt., Want noem = U LV , dan geldt:
V(U LR LU+ VIR
\C &y | m\SQ.,"Cu' TR\ oo dx lg (e | My dx

V¥ ‘
& e Wondx = CGw (17)

Dit betekent dat voor het polynoom Pn(z) in het gehele complexe

visk zou moeten gelden:

Re Fyezy € B, (V) = P, (i Im=) (18)

De gang van het bewijs verder is dat we aantonen dat deze
ongelijkheid tot een tegenspraak leidt, behalve in het geval
dat n=1 of 2. We denken ons hiertoe (zie fig. 1) in het z-vlak
een cirkel om de oorsprong gegeven met straal R zo groot, dat
het polynoonm Pn(z) voor \z\A%R mag worden benaderd deor zijn

n

dominante term 8,2 immers:

B e a@® (1+ OE) (19

Het polynoom P (z) bepaalt een afbeelding van het complexe
z-viak op het complexe P-vlak. In het bijzonder wordt een
cirkel om de corsprong van voldoend grote straal R in het z-
vlak afgebeeld op een cirkel in het P-vlak, die n maal wordt
doorlopen bij één omloop in het z-vlak. Een punt binnen de
cirkel in het z-vlak wordt ook binnen de cirkel in het P~viliak
afgebeeld.

Laat het snijpunt van de cirkel in het z-vlak, met de

positieve imaginaire as zn=1R =zijn. Dan onderscheiden wig



twee gevallen:

D Bz, o (208)
m B,z <o (20b)

WiJj zoeken nu in beide gevallen een punt Zq OP de genoemde
cirkel in het z-vlak en buiten de imaginaire as, zodanig dat
het beeldpunt in het P-vlak op de positieve recle as komt te
liggens Er zijn minstens n-~2 zulke punten. Voor ieder van
deze punten tonen wij aan dat de ongelijkheid (18) in tegen-
spraak is met het feit, dat het binnengebied van de cirkel in
het z-vlak wordt afgebeeld pp het binnengebiled van de cirkel in

het P-vlak. Hieruit volgt.dan n.é 2 .
e, @& ‘
ad 1) o “o (Eb
=/ - |
[ Q‘“‘ 1 3, \E@a)=Piz)

!

NN

Hig., 1a
Kies: ,
It l
2= Ly 8 n (212)
dan is
. n
?n z)= P (24) = a, (iR) positief reéel. (22a)

Dus het beeldpunt van 4 valt samen met dat van Zg in het P-
vlak. Voor de projectie wvan Z, Op de imaginaire as, n.l. het

punt:

! y 20
z‘ = LIﬂ‘b?ﬂ =% z@a cos -y (23a)

geldt enerzijds:

E,__ (z/) = P (2s): cos® 2-_55 & Pa (26) (24a)
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Anderzijds volgt uit het eerder afgeleide hulpresultaat (18):

P.ezly % Bzn= B, (2 (258)

Hier staat een tegenstrijdigheid tenzij:

0
COS zaﬁ = | (26a)

dus n=1, of n=2 .

ad II) . @

B
A
NI VA

Fig,#jg
Kies nu: :
Z=Z, e " (21b)
dan is |
?n. (z,) = - Pn {20) positief regel. (22b)

Dus het beeldpunt ven z, ligh weéer op de positief reéle as,
terwijl P (z,) nu op de negatief reele as valt.

Voor de projectie van Z, Op de imaginaire as, n.l. het punt:

; .
Z, o= Im Z, = Zocof ik (23b)
.

geldt nu enerzijds:

n

Fn (z) = Pﬁ (2Z,) . CO% % < ?n (z) = "‘?n ¢ %) (24b)

mét cen echt kleiner teken als Z4 niet op de imaginaire as
ligt (omdat het verschil tussen de beide leden van (24) van de
grootte orde R is, terwijl in (19) correctiés van de orde
anﬂ ziin weggelaten). Anderzijds volgt weer uit het hulp=-

resultaat (18):
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B.o@) % P, (2) = -P, ) (250)

Dit levert een tegenstrijdigheid, tenzlj:

3

CoOsS = - | (26b)

[y

ol b

dus n=1 .

Conclusie:

g + QU 4 gy U

Cetw) = e (27)

We gebruikén nu de eigenschappen van karakteristieke functies
die we afgeleid hebben in § 2:
Uit ¢(0) = 1 volgt:

Uit C*(u) = C(-u) volgt:

¥* ¥ 2 2
Ay Uil = wa Uva, W , dus:
Rea,= lma, =0 (28b)

vit o) | € 1 volgt tenslotte:
A, $O. (28c)

Dus: .
Cloym eHv ¥
Lh) =% .
met M en & recel. (12)

Qeoada

Tot slot kan er nog opgemerkt worden, dat Marcinkiewicz
zijn stelling onder ilets ruimere condities bewijst. Hij vindt:
als C{u) een karakteristieke functie van de vorm Q(u).exp Pn(u),

met Pn(u) een polynoom van de graad n en Q(u) een analytische
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functie met een door n beperkt aantal nulpunten, dan is de

verdeling Gauszisch. WiJj zullen hier niet op ingaan.

S~dimensionale uitbreiding van de stelling

De theorie voor &én varisbele kan zonder moeite gegenera-

liseerd worden: We hebben nu objecten gekarakteriseerd door s

. LT .
reele parameters X::( ' \ , waarvan we de verdeling nu geven

}ku;v‘
door de waarschijnlijkheidsdichtheid W(x)

met \A'/CX‘ )X-z}uvv\) Xg)?a (29)
oy gy

. Yoo
fd’\'{‘t J(d'xz""jd'xs \/\/(X., s g yeers dg N A
“— O .

~- XD -

(30)

We kunnen weer verwachbtingswaarden en in het biljzonder momenten

invoeren:
< ‘{: ¥,y 3“‘1)"3“‘3)\?m j‘F(“\ s“;:a"éxs)\/\lj{x\axg kg ) ASK (31)
@ My W My, ™ Mg 3
SRy Ry R TP S.\‘d"t Ko, ?'VWXS MK Mg %5 ) B X (%2)

en de karakteristieke funchtie:

"R 4
C(’.L{.)::: C(U;\;Un.w“a Ue) = < Q.b >

—
L=

S QLC LL;‘M‘% uz_%a‘"‘r‘ AR ] U:S Xg)

A/ ¢ewy d¥ % (33)

met u = (uﬁue...us) reeel.

De eigenschappen voor een karakteristieke functie, bewezen in
8 2, kunnen hier direct overgenomen worden. De stelling van
Marcinkiewicz ken als volgt worden gegeneraligeerd:

Stel C(u) is een karakteristieke functie van de vorm
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Pl o)

| Ceuy :..“ e (34)

met Pn(u) een polynoom in U, Usse«., Uy met termen tob en med de

graad n, dan is n€ 2 .

Dit gaan we nu bewijzen:
Allereerst merken wij op, dat de karakteristieke functie
O(uq,..},us) van de verdelingsfunctie W(Xq,...,xs) deor de
substitutie u.—all.,'ukma'O veor k#j evergast in de karakte-

J dJ
ristieke functie

i : "

b Ly Uy
C(O.oav«un‘} uj,---,O):::fd,Kﬁ ----- fdxs \/\/6}‘.’.-»., xs}e 3 &

‘ (1) ATRRT )
::fCLXJ\/\/ (xﬁ@tusﬂx C (,U.J) (35)

van de éé&ndimensionale verdelingsfunctie ch)(xj>o Dus tengevolge

van de ééndimensionale stelling van Marcinkiewicz kan het poly-

noonm Pn(0,0,.,.,uj,...,O) heogstens van de tweede graad zijn.
Vervolgens bewijzen wij de hulpeigenschap: als

clu) = C(uq,uz,..e,us) de karskteristieke functie van een verde-~

ling W(x) = W(Xq,xg,...,xs) is en A een reele niet-singuliere

sx 8 -~ transformatiematrix, dan is de functie
Cleuy = Cldh WA, - (WA = Cow (36)
beschouwd als functie van de nieuwe variabelen
Weu A (372)
eveneens een karskteristieke functie. De bijbehorende verdelings-

functie W'(x') hangt af van de variabelen:

we Ax (37b)
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Bewijs: C (W) = yd. X \/\/(30 Q
Sd.s 'I.UuA. _AX

\/\/(A“‘x ) ~

oo

‘:fct“‘x \/\/(K)@- = Cldy

Pl
=3

= 51& tA|

Dus C'(u') heeft de vorm van een karakbteristieke functie van een
verdelingsfunctie

W (W' = WA %) (38)
jdak A\

die aan de eigen (29) en (30) voldoet.

Wi passen deze eigenschap toe ep de karakteristieke functies:

P (U g smee s Uig) (34)
CuiUy s )=

Door de transformatie (36) gaat deze over in een nieuwe karakbe-—

rigtieke functie

P (! T ,
il e Ug (z4')
C(u‘)u ;i!t)ua,)‘-ﬂ
waarbi] ;ﬁ
P w/, e Bl ‘A ‘Ae) (39)
n Cu.;l;uz.a\-l-; us):’: n ((LLA)‘}(LL }Z‘vv':’(u )g 59
Bij de transformatie geldt voor de som van de n-de graadstermen:
/ m wz i
2 |, Wig !
e ST S (S ule, 3--~(éua{¢) (40)

‘.{:mk} {mk}

Zm=h
Deze identiteit moeb gelden voor willekeurige keuze van de

varisbelen4 u % of 4 u/ dus bijvoorbeeld voor de keuze ul=u'
'L(k {k§° J 3
en uﬁ = 0 voor k¥ # j . Maar aangezien wegens (35) ep dit geval de
stelling van Marcinkiewicz voer &én variabele ven toepassing is,
mogen in het rechterlid van (40) hoogstens termen van de tweede

graad in u' voorkomen, m.a.w.:
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<
d W MWy ™
. A, T voor (41)
gc{m }ab* % s =© E.. My > 2
k ket
{m.3

Dasr de j-de rij van de matrix A willekeurig, niet
identiek nul, gekozen kan worden, moet het polynocom (41) in
T PETRERL RN identiek nul zijn, dus moeten alle coefficiénten
c{mk} met g my = n» 2 nul zijn. Dus is Pn(u) een polynoomn
van ten hoogste de tweede graad.

Wegens C(0) = O ontbreekt weer de constante term.

Uit O*(u)s C(=u) volgt dat de lineaire term zuiver imaginair,

en de kwadratische term zulver recel moet zijn.

Wegens | C(u)l € 1 volgt tenslotte dat de meest algemene vorm

vesr een dergelijke karakteristieke functie van meer variabelen

* C tup-Ltu@Q.u
(U= & (42)

Py

b ) een willekeurige re€le vector is, en Q een
i

waarin p =(

positief-semidefiniete reele sx s~ mabrix, die we symmetrisch

kunnen kiezen,

Door de oorsprong in de psrameterruimte te laten samen-—
vallen met de plaats van het gemiddelde kunnen wi]j de lineaire
term laten verdwijnen. Door een hoofdassentransformatie voor de
matrix Q toe te passen kunnen wij tenslotte de verdeling brengen
in de vorm van een product van s onafhankelijke, &éndimensiona-

le Gausz verdelingen.

Waargchiinliikheidefunctionalen

In het vervolg zi] }e de Hilbertruimte van kwadra=-
tisch integreerbare functies. Stel wij hebben esen randomveld

;th)e;lf ret waarschijnlijkheidsfunctionaal
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\/\/'[:x‘J 2 O (43)
met normering

}{\/\/gx] cl.Ex‘] = A (a4)

waarbij het symbool j£ d 1 nu een functionele integraal voor-
stelt. We kunnen dan verwachbingswaarden van functionalen f{x]

invoerens:

<f o= %f frxaWexadoxa (45)

en in het bijzonder de correlatiefuncties

Mo <1 o= 1

j_,l_m({:‘,... b )= R lE) - X (Er)y = { X (6% b Wk didg (46b)
it

Definider vervolgens de karskterisbieke functionaal met als

il

(46a)

argument u(t)&.}e :
)

Cruy=<exp i [ ueyx@at (47)

- O
Hiervoor gelden weer de eigenschappen uit 8§ 2, dus bijvoorbeeld:

™ Crwl )
WE

s m
L <) (e ) x> = (éum otk
| L m

(48)

Als alle momenten bestaan en als O[ﬁ] in een functionele Taylor-

reeks kan worden ontwikkeld, geldt:
w G O3

+ M
Crue S 0 [l protimtaueulin) dhedn - o

m=a m . - A - O
De cumulantfuncties H m(tﬂ""’tmD kunnen worden gedefinicerd

meb.ve de volgende ontwikkeling, veorzover deze bestaab:

¥ . S O
Coug=exp & i [of Holbi taduthd wltmdhidtiy (s0)
Mo O M S -
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We beschouwen nu alleen gevallen waarbij alle cumulant-
functies kwadratisch integreerbaar zijn in al hun variabelen.
We komen dan tot de volgende generalisatie van de stelling wvan
Marcinkiewics:

Als alle cumulantfuncties met meer dan n variabelen
nulfuncties zijn, moet ng 2 zijn. Om dit in te zien ontwikkelen
wij de functies x(t) en u(t) in een volledig orthonormaalstelsel

van de kwadratisch integreerbare functies {'fk(t)}~:

(= o)
F=E (512)
o0
- 1hb
w () = gﬂ Ui, Fk(“""}. (51b)
co oo
Mg (Brinbm) = %3 S Fes) - fy ttm) (52)
kﬁ-“} km-“-'l T it L "

Veronderstel nu dat alle
H (&'u"'“;bm)‘go voor m>n (53)
m .

en vullen we (51b), (52) en (5%) in (50) in, dan vinden we:

C o . T g <o :
= ex Lg% e a (54)
cul P i’:‘ m Enal Kok e Y

We kunnen nu weer overgaan op eén zogenasmde marginale verde-—
ling, door een willekeurige selectie van n indices te kiezen
en voor alle overige indices k 1in te wvullen Wy = 0. De
functionaal C{u] gaat dan over in de karakteristieke functie in
de n ©biJbehorende variabelen van een n-dimensionale verdeling.
Wegens de wvorige paragrasaf moeten we dan concluderen n £ 2. Het
functionele polynocom log C[ﬁ] heeft dus alleen een lineaire en
een bilineaire term.

Analoog aan de vorige paragrafen vinden wij nu weer dat
a) ¥, (t) een reéle functie is

b) Ha‘<tqut2) een positief definiete integraalkern is.
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Appendix. Alternatieve definitie voor een karakteristieke functic.

Wij beperken ons hier tot het &én~dimensionalec geval.
Generalisatie is echter niet moeilijk.
De volgende voorwaarden zijn niet voldoende om Te garan-

deren dat functie C(u) een karakteristieke functie is:

a) [cw)) €

b) Clu) overal continu
c) C(0) = 1

d) C(-u) = C*(uw)

Voorwaarden a), b) en c¢) leveren de normering van W(x), terwijl

(55)

d) de realitelt van W(x) impliceert. We eisen echter dat de

verdelingsfunctie positief i1s. Een tegenvoorbeeld, zoals volgt

L
uit de stelling van Marcinkiewicz is C(u) = e , Fen ander

voorbeeld dat asn de voorwaarden a) t/m d) veldoet is Clu)= /]4.

1+
Dit is echter ook geen karskteristieke functie op grond van een

andere stelling van Marcinkiewicz, die zegt:

Als een karakibteristieke functie van de vorm

Cw= { + o () (56a)
Ly O

is, m.3.w. als

Lim | — C(u) — o
dan moet gelden Cw=E A (57)
V- O uw* (VRSN e LL?.
i

. um Re ' - fe"Wodx
LL=»0 Ll,?'

~ lm | — § cos ux\Wxndx
T,

2

w
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=lm chmdx - 560‘5 U¥ €\ o dy
(EREN o U

U | - COBUNX
“iﬁ"oj —= W G0 dx

: - GOS8 WA
m 'i-——-@-vw \W (%) dx

4

{§

J..SK?‘\/\/ (x) d¥X = O
2

Dit betekent dat de gehele verdeling in de oorsprong geconcen-—

treerd is, me.a.w, Wix) =é5(x) en Clu)= 1 , Qe€ode
Deze stelling geldt zelfs als C(u) = 1+Wwlu) + ¢ (ua)
Um0
met ) () = 0 (u) een onevenfunctie van u, want het product

1u-20
van twee karskteristieke funchties is de karskteristieke functie

van de convolutie ven de verdelingen, dus C(u)C(-u)=1+0 (u%

1 -0
igs weer een karakteristieks functie.

We hebben gezien, dat behalve (55) nog een voorwaarde
moet worden ingevoerd, om te garanderen dat de met C(u) corres-
ponderende verdelingsfunctie positief is. Hiertoe eisen we dab

de functie C(u) positief semidefiniet is, i.e.:

% O 4 XD

e) S S C tu-w £ow F*z'v)d.u.dv >0 (58)

- O
veor alle kwadratisch integreerbare functies f (of meer
algemeen voor alle functies £ waarvoor de integraal bestaat ).
Dat aan deze elgenschap voldaan is als C(u) cen karskteristicke

functie is wvolgt direct uit de definitie:

T (V) X

C (u-v) = :[m e \W e d x
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dus# . .
-f ‘”j Ctu-v Ffu)_glv)du.d.v::

-0 00

+E0 e C:U.‘f- ?W . o
=I (f fwe du}(§ fome™ yy) Wdx 30
—is  TED ~%
waarbl] de verwisselbaarheid wan de iﬁtegraﬁies berust op de
gtelling van Fubini.
Het bewijs dat de verdelingsfunctie pésitief is, als
(55) en (58) gelden, verloopk als volgt: Kies in (58) wvoor f(u)

de functie:

e—-iu‘&whu
fluy= { NP0 L hso vast (59)
Q@ y WSO .
Dan geldt:
oo 0 .
' QU E NS W AT E AV
‘gldmhgciv C:(Lp»v)e 2‘3
Hieruit volgt m.b.v. de transformatie 2 =u-v , W = U+7V :
00 . 5
- LEA - AW
.f*dﬁi( dv Cez) e -

—D \Nthz

P Lz -1z
da C ~ b2 -
= oo (z) & o
_:[m 2 A . /
e —iZ K A V2]
bus 1 _{ Ce dz 20
2%

Daar de integrand continu is in X en bovendien begrensd, mag

men limietovergang A0 onder de integrasl nemen, dus:

] w LUK
W) =L § Cwe dupe
27 7
(In het nette bewijs moet men er rekening mee houden, dat

W(x) in het algemeen een gegencraliseerde functie is.)

Men kan dus ook de volgende alternatieve definitie voor
een karakteristieke functie geven:
Fen functie C(u) is dan en slechts dan karakteristiecke functie

(dew.2z. van de vorm jéiuXW(x)dx met SW(X)@X =1, W(x)20) als:



1)
2)
%)
4)
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C(u) begrensd is
c(0) = 1
C(u) continu voor u = O

C(u) positief semidefiniet .

(60)






